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ABSTRACT

Outlier detection for multivariate data has been one of the areas that garnered attention
to study due to the difficulty that arises as the number of variables, p increases. Visual

inspection is insufficient to detect outliers in multivariate data, unlike univariate data.
One of the methods to detect outliers in multivariate data is by using distance-based
methods, which is Mahalanobis distance (MD). However, the sample mean and
covariance matrix in MD is bound to masking and swamping problems. Therefore, many
studies use robust estimators to replace the sample mean and covariance matrix. The
development of robust estimators still continues until now. Although the robust estimator
can overcome the problem of MD, it is still limited to detecting single point outliers only.
Therefore, cluster-based methods have been proposed and developed in previous studies
to overcome this problem. Hence, the main objective of this study is to propose a robust
estimator in order to develop an improved procedure for detecting outliers in multivariate
data using robust clustering-based methods. Firstly, an improved robust estimator based
on the equality of covariance matrices that is less sensitive to the presence of outliers is
proposed and named as Test on Covariance (TOC). TOC is developed by modified
Concentration-Step (C-Step) in the Fast Minimum Covariance Determinant (FMCD)
algorithm. In this step, the equality of covariance matrices test is done, and TOC is
obtained. Secondly, an improved single linkage robust clustering procedure is developed.
The similarity measure used in this procedure is the robust distance using TOC, named
RDT. The improved single linkage robust clustering is robustified using RDT. Then, the
performance of the proposed robust estimator and clustering procedure in detecting
outliers for multivariate data are investigated using simulation studies and historical
datasets. A data generation procedure is formulated in the simulation study to create
synthetic data with three Outlier Scenarios using the R language. Three Outlier Scenarios
used in this study are the Mean-shift (Outlier Scenario 1), Variance-inflation (Outlier
Scenario 2), and Mean-shift and variance-inflation (Outlier Scenario 3). Three
measurements are used to assess the effectiveness of the proposed robust estimator and
clustering procedure, which are the probability that all the outliers are successfully
detected (pout), the probability that the outliers are falsely detected as inliers (pmask),
and the probability of inliers detected as outliers (pswamp). In particular, five historical
datasets are used, which are Stackloss, Brain and Weight, Bushfire, Hawkins-Bradu Kass,
and Milk. In this study, the performance of TOC in detecting outliers is compared with
other existing robust estimators, which are Fast Minimum Covariance Determinant
(FMCD), Minimum Vector Variance (MVV), Covariance Matrix Equality (CME) and
Index Set Equality (ISE). Based on the simulation study, TOC shows good results in
pswamp for all Outlier Scenarios, which indicates TOC has the lowest probability of
misclassifying inliers as outliers compared to other robust estimators. TOC also shows
similar performance as other robust estimators in most conditions. If the three
measurements are considered simultaneously, TOC is the better estimator for the sample
size, n=30,50,100, 200, number of variables, p =3,5,10 and all percentages of outliers,
1% < & <25%. TOC also has proven able to detect outliers, does not have a masking
effect, and performs similarly to other robust estimators in the historical datasets.
Meanwhile, the performance of the improved single linkage robust clustering procedure
is compared with single linkage by using Euclidean (ED), Mahalanobis distance (MD),



and TOC. Based on the simulation study, RDT only becomes the better similarity
measure in a few conditions for pout, pmask and pswamp and performs similarly to other
similarity measures in most conditions for all Outlier Scenarios. If the performance
measurement of pout, pmask as well as pswamp are considered simultaneously for all
Outlier Scenarios, RDT is the better similarity measure when n=50,100, p=3,5 and

£ =5%,10%,15%. Moreover, RDT is the better similarity measure when the historical
dataset contains 19% outliers, p=3 and n<100. From the findings of the simulation

study and historical datasets, both TOC and RDT did not perform well for large sample
size. It is also found that TOC outperforms RDT’s ability to detect outliers in multivariate
data. Therefore, this study concluded that TOC is a promising robust estimator and can
be an alternative to other robust estimators for detecting outliers in multivariate data.
RDT can also be used as an alternative similarity measure in clustering procedures and
can also be used in other clustering methods. TOC can be further applied in other
multivariate methods such as Principal Component Analysis, Factor Analysis and
Discriminant Analysis. Furthermore, the improved single linkage robust clustering
procedure in this study can be incorporated with Minimum Spanning Tree (MST).



ABSTRAK

Pengesanan data terpencil untuk data multivariat telah mendapat perhatian kerana
kesukarannya apabila bilangan pembolehubah, p bertambah. Pemeriksaan visual sahaja

tidak mencukupi untuk mengesan data terpencil dalam data multivariat, tidak seperti data
univariat. Salah satu kaedah untuk mengesan data terpencil dalam data multivariat ialah
dengan menggunakan kaedah berasaskan jarak iaitu Jarak Mahalanobis (MD). Walau
bagaimanapun, sampel min dan matriks kovarians dalam MD mempunyai masalah
masking dan swamping. Oleh itu, banyak kajian menggantikan min sampel dan matriks
kovarians dengan penganggar teguh. Pembangunan dan kajian berkenaan penganggar
teguh masih berterusan sehingga kini. Walaupun penganggar teguh boleh mengatasi
masalah MD, ia hanya terhad untuk mengesan satu data terpencil pada satu masa. Oleh
itu, kaedah berasaskan kluster dicadangkan dan dibangunkan dalam kajian lepas untuk
mengatasi masalah ini. Justeru, objektif utama kajian ini ialah untuk mencadangkan
penganggar teguh yang dipertingkatkan dan membangunkan prosedur yang
dipertingkatkan untuk mengesan data terpencil bagi data multivariat menggunakan
kaedah berasaskan pengelompokan teguh. Pertama, penganggar teguh yang
dipertingkatkan berdasarkan kesamaan matriks kovarians yang kurang sensitif terhadap
kehadiran data terpencil dicadangkan dan dinamakan Test on Covariance (TOC). TOC
dibangunkan dengan mengubahsuai C-step dalam algorithm FMCD. Dalam C-step, ujian
kesamaan antara matriks kovarians dilakukan dan TOC diperoleh. Kedua, prosedur
pengelompokan rangkaian tunggal teguh yang dipertingkatkan dibangunkan. Ukuran
kesamaan yang digunakan dalam prosedur ini ialah ukuran jarak teguh menggunakan
TOC, dinamakan RDT. Pengelompokan rangkaian tunggal teguh yang dibangunkan telah
diteguhkan dengan menggunakan RDT. Kemudian, prestasi penganggar teguh yang
dipertingkatkan dan prosedur pengelompokan yang dicadangkan dalam mengesan data
terpencil bagi data multivariat disiasat menggunakan simulasi dan set data lepas.
Prosedur penjanaan data diformulasikan dalam simulasi bagi mencipta data dengan tiga
senario data terpencil menggunakan R. Tiga scenario data terpencil yang digunakan ialah
Anjakan Min (Senario Data Terpencil 1), Inflasi Varians (Senario Data Terpencil 2), dan
Anjakan Min dan Inflasi Varians (Senario Data Terpencil 3). Tiga ukuran digunakan
untuk menilai prestasi penganggar teguh yang dipertingkatkan dan prosedur
pengelompokan yang dicadangkan iaitu kebarangkalian semua data terpencil berjaya
dikesan (pout), kebarangkalian data terpencil dikesan sebagai bukan data terpencil
(pmask), dan kebarangkalian bukan data terpencil dikesan sebagai data terpencil
(pswamp). Secara khususnya, lima set data lepas digunakan iaitu Stackloss, Brain dan
Weight, Bushfire, Hawkins-Bradu Kass, dan Milk. Prestasi TOC dalam mengesan data
terpencil bagi data multivariat dibandingkan dengan penganggar teguh sedia ada iaitu
Fast Minimum Covariance Determinant (FMCD), Minimum Vector Variance (MVV),
Covariance Matrix Equality (CME), dan Index Set Equality (ISE). Berdasarkan simulasi,
TOC menunjukkan hasil yang baik dalam pswamp untuk semua scenario data terpencil,
yang bermaksud TOC mempunyai kebarangkalian paling rendah untuk salah
mengklasifikasikan bukan data terpencil sebagai data terpencil berbanding dengan
penganggar teguh yang lain. TOC juga menunjukkan prestasi yang sama seperti
penganggar teguh lain dalam kebanyakan keadaan. Apabila ketiga-tiga ukuran
dipertimbangkan, TOC ialah penganggar yang lebih baik jika saiz sampel,



n =30,50,100, 200, bilangan pembolehubah, p =3,5,10 dan bagi semua peratusan data

terpencil, 1% <& <25%. TOC telah terbukti mampu mengesan data terpencil, tidak
mempunyai kesan penyamaran dan berprestasi serupa dengan penganggar teguh lain
dalam set data lepas. Sementara itu, prestasi prosedur pengelompokan yang
dipertingkatkan dibandingkan dengan pengelompokan rangkaian tunggal menggunakan
ukuran jarak Euclidean (ED), Mahalanobis (MD) dan TOC. Berdasarkan simulasi, RDT
menjadi ukuran kesamaan yang lebih baik dalam beberapa keadaan untuk pout, pmask
dan pswamp dan berprestasi sama dengan ukuran kesamaan lain dalam kebanyakan
keadaan bagi semua senario data terpencil. Apabila pengukuran prestasi pout, pmask dan
juga pswamp dipertimbangkan secara serentak untuk semua senario data terpencil, RDT
lalah ukuran kesamaan yang lebih baik apabila n=50,100, p=3,5 dan

£ =5%,10%,15%. Tambahan pula, RDT ialah ukuran kesamaan yang lebih baik apabila
set data lepas mengandungi 19% data terpencil, p=3 dan n<100. Daripada dapatan

simulasi dan data lepas, kedua-dua TOC dan RDT tidak menunjukkan prestasi yang
bagus apabila saiz sampel besar. lanya juga didapati TOC mengatasi prestasi RDT dalam
mengesan data terpencil bagi data multivariat. Oleh itu, kajian ini merumuskan TOC ialah
penganggar teguh yang dipertingkatkan yang menjanjikan dan boleh digunakan sebagai
alternatif kepada penganggar teguh lain bagi mengesan data terpencil dalam data
multivariat. RDT juga boleh digunakan sebagai ukuran kesamaan alternatif dalam
prosedur pengelompokan dan juga boleh digunakan bersama kaedah pengelompokan
yang lain. TOC juga boleh digunakan dalam kaedah kaedah multivariat yang lain seperti
Analisis Komponen Utama, Analisis Faktor dan Analisis Diskriminasi. Prosedur
pengelompokan rangkaian tunggal teguh yang dipertingkatkan dalam kajian ini juga
boleh digabungkan dengan Pokok Rentangan Minimum (MST).

Vi
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